U1. Elementos de trigonometria

Matematicas 11




Guia para el profesor: Matematicas I11
La recta y su ecuacion cartesiana

Obstaculos en el aprendizaje

Introduccién
I. Identificacion de conceptos y/o aprendizajes clave

I1. Identificacidén de puntos problematicos

e Errores mas comunes en la comprension y uso de la trigopnometria

o Dificultades en la comprension de la trigonometria bésica

I11. Propuestas de solucién

IV. Sugerencias de estrategias didacticas
V. Estrategias de aprendizaje
VI. Sugerencias de estrategias de evaluacion

VII. Actividades de aprendizaje



Ul. Elementos de trigonometria
Matematicas I11

Nuestras discusiones entre docentes nos han llevado a reflexionar que los contenidos de la
geometria euclidiana y la trigonometria no pueden separarse y sobre todo, que hay
consideraciones sobre los procedimientos que van mas alla de una mera relacién de
afinidad.

En la trigonometria, al igual que en la geometria hay cuatro aspectos que, pensamos son
relevantes' y deben ser tomados en cuenta a la hora de ensefiar, estos son:

1. Visualizacién, dibujo y construccion de figuras.

2. Estudio de aspectos espaciales del mundo fisico.

3. Uso de algin medio para representar los conceptos matematicos no visuales y sus
relaciones.

4. Representacién como un sistema matematico formal.

Es més, muchas de las cuestiones planteadas en problemas geométricos estan basadas en

conceptos trigonométricos basicos (triangulo, semejanza y longitud).

El planteamiento del Programa de Matematicas Ill establece que el estudio de la
trigonometria del triangulo rectdngulo complementa el célculo de distancias posibilita la
medicion indirecta y que ademas, en este semestre también, el manejo de las razones
trigonométricas abonan al dominio algebraico que pretendemos logren los alumnos. Hay
gue mencionar que los estudiantes ya conocen el teorema de Pitdgoras y su inverso, lo usan
para hallar distancias graficamente en planos coordenados y lo aplican para estimar

distancias geogréficas.

El propdsito del curso con el estudio de la trigonometria es lograr que los aprendices la
perciban como una herramienta de gran utilidad que combina aspectos del algebra,

! Esteban, P., Ibafiez, M.y Ortega, T. 1998. Trigonometria. Editorial Sintesis. Madrid. p 101
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aritmética y geometria, asimismo, se pretende que apliquen la idea de semejanza y razones

trigonométricas para la medicion indirecta de distancias y resolver problemas practicos.

Cabe sefialar que el propio Plan de Estudios, menciona que estos conocimientos serviran a
los estudiantes para facilitarles el abordaje de las unidades tematicas posteriores a esta en
Matematicas Ill, IV y en la materia de Calculo Diferencial e Integral al trabajar con las

funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales.

Abordar conceptos geométricos desde diferentes contextos, en los que se encuentran el arte
y la historia, permiten, ademas de amenizar las clases, mostrar a los estudiantes una vision
mas amplia de la matemaética, en la que se ve, aparte del célculo abstracto, una verdadera
produccion cultural en la que la humanidad hace uso de la matematica como un lenguaje

para transmitir mensajes y como una herramienta para satisfacer necesidades?.

La trigonometria, desde el punto de vista historico, tiene su desarrollo inicial midiendo los
cielos a través de la astronomia y su necesidad de calcular distancias inaccesibles, alturas
de montafas, tablas de navegacion, determinacion del grado de los meridianos, célculo de
las longitudes geogréficas de lugares en el globo terraqueo, etc., por lo que el nacimiento y
desarrollo de la trigonometria ha estado casi siempre ligada a situaciones propias de las

necesidades humanas®.

Al presentar a la matematica solamente como un conjunto de resultados verdaderos sin
referencia a sus raices, es decir, a las ideas que fueron origen de sus conceptos Yy teorias, se
pierde la concepcion de ciencia como algo que surge de la necesidad de expresion, de una
manera de pensar, de una filosofia, de una forma de ver el mundo. Mostrar a la matematica
como una sintesis de resultados, como ya dijimos, impide verla como una ciencia en
progreso constante, como una consecuencia que refleja la manera de pensar y actuar de la
sociedad. Los alumnos requieren conocer los procesos para llegar a los conocimientos y

resultados de las distintas ramas de las matematicas.

2 Crespo, C. “La Geometria en el arte: los vitrales en las catedrales goticas”, en  p. 562
*Torres, C. 2008. Ensefianza de la trigonometria asistida con calculadoras graficadoras, en Investigaciones
sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas. CLAME. Edit. Dias de Santos. México. pp. 823 — 850.
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Tomando en cuenta lo anterior, en el caso particular de la trigonometria, a través del avance
de la humanidad es posible encontrar multiples y variados ejemplos de distintos tipos de
aplicaciones en que los conceptos trigonomeétricos y sus propiedades se hacen necesarios
para estudiar las formas, fendmenos, el espacio y toda suerte de cosas que nos importan del

mundo exterior e interior de nuestro cuerpo.

Sabemos que existen dos visiones histdricas de la trigonometria, una tedrica y una préactica
que siempre estan entrelazadas como un todo, asi las trabajaron nuestros ancestros. Los
hindues fueron los primeros que hicieron un equivalente a la razén seno, los egipcios las
utilizaron en la construccion de las piramides, también se aplicaron en los trabajos
astrondémicos de Aristarco, Menelao y Ptolomeo, quienes hicieron la division del angulo en
360°.

En su evolucion, hallamos que los arabes sentaron las bases de lo que hoy se entiende como
trigonometria moderna, esto es, las funciones trigonométricas; asimismo, dedujeron la ley
de los senos y otras identidades trigonométricas a la vez que elaboraron tablas mas precisas.
En el desarrollo posterior de la trigonometria basica para avanzar en el conocimiento y
construcciéon de las funciones trigonométricas esta lo hecho por Francois Vieta, que

establecid su uso en el analisis matematico y en la matematica aplicada.

Es importante el aprendizaje de la trigonometria basica ya que es el predmbulo para
estudios técnicos y universitarios tales como las ingenierias civil, geoldgica, eléctrica,
astronomia, fisica, quimica, computacién, medicina... Estas ciencias abordan fendmenos
naturales y sociales que son modelados con funciones sinusoidales, fendomenos ciclicos,
tales como: cambios de temperatura a lo largo del dia, iluminacion solar, variaciones de los
niveles de grandes rios, cambios en los niveles de las mareas, ritmos de los latidos del
corazon, modulacion de la voz humana, apoyo a débiles visuales y ciegos; ademas, es
importante la trigonometria en la resolucion de problemas que se pueden modelar, como el
estudio de las relaciones entre los angulos y lados de un tridngulo para aplicarlos en la
solucion de problemas de medicion de la anchura de los rios, inclinacion o pendientes de

montafias, autopistas y carreteras.
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Cabe hacer notar como uno de los obstaculos para el aprendizaje de la trigonometria, el
hecho de que se plantea su estudio en muchos planes y programas, obviando su utilidad e
importancia y mencionandola unicamente como parte de la geometria, que se encarga de
estudiar la relacién de los angulos con los lados de un tridngulo, lo que resulta una

presentacion aburrida y sin sentido para el estudiante.

Para iniciar el estudio de la trigonometria basica es importante establecer primero, ideas
fundamentales que ya se abordaron en Matematicas Il, por lo que aqui se retoma el
conocimiento del tridngulo y sus propiedades principalmente de un triangulo rectangulo
vistos en el semestre anterior, para abordar problemas trigonometria, como, por ejemplo,
determinar si dos 0 mas figuras son semejantes y usar la semejanza para hallar las
medidas de angulos desconocidos donde se aplican los conceptos claves de proporcion,
semejanza y partes correspondientes en figuras semejantes, para continuar con otro tipo
de problemas que involucren usar la razén trigonométrica tangente en un triangulo
rectangulo para medir longitudes indirectamente, lo cual implica el uso de ideas claves

como, lado adyacente a un angulo, , lado opuesto al angulo y tangente de un angulo.

Tomando las ideas clave mencionadas, hacer que los estudiantes puedan hallar
indirectamente la magnitud de distancias, recurriendo al uso de las razones
trigonométricas seno, tangente y coseno de un angulo y sus reciprocas: cosecante,

cotangente y secante.

En otras aplicaciones de la trigonometria, esta el de utilizar los conceptos de semejanza y
proporcionalidad para analizar formas y figuras, en esta actividad es clave el relacionar los
conocimientos matematicos con situaciones de la vida cotidiana para, a través de su

aplicacion, sintetizar las nuevas ideas.

El concepto de proporcién juega un papel importante para determinar si dos figuras son
semejantes y calcular, en consecuencia, longitudes y angulos desconocidos por lo que la

idea clave de lados correspondientes en figuras semejantes debe trabajarse aqui.
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Comprender y utilizar la trigonometria del tridngulo rectdngulo es fundamental, es decir, se
trata de usar la razén trigonométrica tangente en un triangulo rectangulo para medir
longitudes indirectamente, por lo que los elementos del tridngulo: cateto adyacente al

angulo, cateto opuesto al angulo, tangente de un angulo se usan aqui.

Con todos estos elementos mencionados, el propoésito es que los estudiantes comprendan 'y
usen métodos de medicion indirecta de distancias al aplicar los conceptos de semejanza y
razones trigonomeétricas para medir distancias indirectamente y resolver problemas
practicos, lo cual da pie para continuar, por ejemplo, en la unidad 3, donde la trigonometria
es una herramienta para calcular el angulo entre rectas, la inclinacion de la misma con
respecto a la linea horizontal, por mencionar una de tantas situaciones en el mismo
programa de matematicas donde es requerida. Asimismo, los conocimientos de esta unidad
son basicos para continuar en Matematicas IV con el estudio de las funciones

trigonomeétricas.

Pasaremos ahora a describir algunas de las dificultades de este tema, tanto para su
aprendizaje como para su ensefianza. Las descripciones que hacemos aqui tienen como base

nuestra experiencia en el aula a la hora de ensefiar la trigonometria.

La ensefianza de la trigonometria juega un papel importante en el plan de estudios del
Colegio. Al llevar su ensefianza al aula, las actividades de los alumnos para abordar este
conocimiento ha dado evidencia de las dificultades en su aprendizaje al manipular,
interpretar y significar a las razones, ecuaciones, identidades y funciones vinculadas a las

relaciones trigonomeétricas.

Entenderemos aqui al término obstaculo como sinénimo de dificultad, y un problema lo

manejaremos como una cuestion por resolver, a los errores los consideramos como

Vi
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violaciones a las normas previamente establecidas por convenciones universalmente

acordadas entre la comunidad cientifica para el uso del lenguaje matematico.

Algunos de los obstaculos que mencionaremos, se relacionan con el uso inadecuado del
lenguaje, lo cual repercute en errores de representacion de las proposiciones matematicas

involucradas en la solucion de problemas trigonométricos.

En términos generales, al hacer un andlisis linglistico de las respuestas de los estudiantes,
observamos que los errores que se presentan en la solucion de problemas de la Geometria

Euclidiana y, en particular en la trigonometria, son de tres tipos:

* De representacion de objetos y enunciados matematicos.
* Deductivos.
« Axiomaticos o de aplicacion de la teoria (definiciones, propiedades, axiomas,

teoremas, lemas, corolarios, construcciones) en el procedimiento de solucion.

Estos no son excluyentes entre si, ya que un error de un tipo puede tener consecuencias en

los otros dos.

Los conceptos fundamentales de la geometria euclidiana, angulos y triangulos son los que
se utilizan en trigonometria y existen dificultades al simbolizar términos como: recta,
segmento, bisectriz de un angulo y mediatriz de un segmento, entre otros que también
pueden ser considerados como términos complejos del espafiol especializado, lo que se
traduce en un dificultad ya que requieren varias condiciones para su representacion grafica

y/o simbolica.
Entre otras dificultades observadas estan:
1. Desconocimiento del triangulo, manejo deficiente de la nomenclatura de sus
elementos, caracteristicas y propiedades.

2. Errores de sintaxis en la notacion simbdlica y/o representacion gréafica, por ejemplo

cuando nos referimos al coseno de un angulo, muchos alumnos sélo escriben la
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palabra cos (v. g. cos = 2/3) sin anotar el simbolo que representa al angulo, lo que

muestra la incomprension del concepto que dicen estar aplicando.

Hay alumnos, que al inicio del estudio de esta unidad, reconocen a la hipotenusa como el
lado més largo del triangulo, sin importar si es 0 no rectangulo, con lo cual se aplican

erroneamente las definiciones de las relaciones trigonométricas.

En el contexto de los triangulos y en especial del triangulo rectangulo, hemos observado
deficiencias en cuanto al pensamiento proporcional, por ejemplo, cuando se les pide,
construir un tridngulo a partir de un cociente que representa una razén trigonométrica
expresado en fraccion, no hay gran problema pues la mayoria lo hace. Sin embargo cuando
se les proporcionod un seno igual a 0.4, fueron pocos a los que se les ocurrid transformar la
expresion en fraccion y construyeron el triangulo correspondiente; otros necesitaron de una
orientacion. Sin embargo, lo que llamé la atencion fue que ninguno consider6 0.4 como la

relacion 0.4 sobre 1.

En el contexto del tridngulo rectangulo y con relacion a la comprension global de relacion
trigonomeétrica, en general, los alumnos la entienden como la razén entre dos lados del
triangulo rectangulo pero no liga dicha razon con una relacion proporcional, por lo que a
final de cuentas el término trigonométrica no contribuye a darle sentido a dicha relacién en

Su mente.

En lo que corresponde a la unidad de medida asignada a la relacién trigopnométrica pueden
hablar de centimetros, grados, centimetros sobre grados o no asignarle unidades, pero sin

explicar el porqué.

Si el calculo de las razones seno y coseno de un angulo estan referidos dentro del triangulo
rectangulo no hay gran dificultad para el estudiante, pero cuando se solicita dicho célculo
para un angulo definido Unicamente por dos segmentos de recta, la mayoria no lo puede
realizar. Tienen necesidad de completar el dibujo para construir un triangulo y algunos,

intentan usar la ley de senos, pero la aplican con errores.

viii
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La mayoria de los estudiantes tiene dificultades en relacién con la invariabilidad de las

relaciones trigonométricas al rotar, reflejar, trasladar o ampliar los triangulos rectangulos.

Para dar respuesta, en parte, a la problemética del aprendizaje y la ensefianza de esta unidad
temaética, hemos reflexionado y llegamos a lo siguiente: el discurso escolar tradicional va
en el sentido de usar y aplicar definiciones matematicas en contraste con lo que nosotros
buscamos, esto es, que a partir de una nocion o intuicion geométrica y matematica, el
alumno pueda ir construyendo los nuevos conceptos acerca de la trigonometria. Para
abundar en esto, mientras que la solucion de un problema macro no manipulable —como la

medicion de distancias en el sistema solar, por citar un ejemplo—obliga a escribir los

resultados en formas que hoy conocemos como razones trigonometricas, la escuela define

el objeto gue da solucién a un problema de valor faltante y que resulta en una medida en

términos de distancia, alturas, longitudes, etc., sin expresar la relacién proporcional que

guarda con un objeto manipulable (el triangulo, por ejemplo), por lo que es dificil para el

alumno, comprender qué esta haciendo.

Lo anterior nos lleva a replantear el discurso matematico escolar que debe reconciliar el
estudio de la trigonometria con el estudio de la proporcionalidad, donde objetos como el
triangulo, el circulo, el angulo y las relaciones entre ellos sean herramientas en la
construccion de modelos geométricos (estaticos), donde surja la cantidad trascendente

trigonométrica, por ejemplo, rampas, escaleras, carreteras, edificios, etc.

En relacion con este tema en especial, el discurso matematico escolar, durante siglos, ha
estado organizado para que los estudiantes respondan con coherencia ldgica a hipotesis,
muchas veces artificiales, con la idea de que desarrollen su capacidad argumentativa. Los
docentes debemos replantear nuestro discurso en el aula y exponer ante los alumnos
problemas y ejemplos cercanos a su experiencia social con el mismo propdsito de

desarrollar un pensamiento matematico.
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En este sentido, el discurso escolar basado en el estudio de / ntatematizacion del

Sistema Sola

la proporcionalidad en la practica cotidiana debe considerar Medic
actividades donde el estudiante desarrolle habilidades para
medir, comparar, aproximar, conjeturar, ... cComo el camino
que lo lleve a descubrir relaciones proporcionales en su
realidad a través de las actividades didacticas que

propongamos los profesores para la construccion de las nociones trigonometricas asociadas.

En este tenor es conveniente que los profesores busquemos la construccion de modelos
geométricos visuales, por parte del alumno, sea materializada en imagenes graficas que
implicitamente contengan el concepto de proporcionalidad, y donde ellos expliquen coémo
aplican el concepto de escala. Esta construccion serd entonces la forma que el estudiante
tiene de sintetizar, exponer y argumentar su actividad de aprendizaje. Para trabajar con esta
idea, es importante que los profesores tengamos claro que existe una diferencia sustancial

entre usar y construir, en contraste con definir y aplicar.

Por altimo, consideramos que en clase y en los materiales didacticos, los conceptos basicos
deben trabajarse tanto en forma verbal como en sus correspondientes representaciones
grafica y simbdlica para propiciar un mejor aprendizaje de los mismos y del lenguaje

matematico.

La propuesta de las estrategias de aprendizaje es amplia, el profesor puede elegir algunas,
las que considere que le ayudan al disefio de su clase. Cabe destacar que la secuencia de
estrategias listadas aqui se apega al enfoque de ensefianza que ya hemos explicado en el
apartado de sugerencias para superar las dificultades en el aprendizaje de la trigonometria
basica, por lo que en ellas se pueden encontrar descritas las interacciones entre
epistemologia del conocimiento trigonométrico, la dimensién social del saber, los procesos

cognitivos que le son asociados y los mecanismos de formalizacion de este conocimiento.
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Las sugerencias didacticas que proponemos se sustentan en el enfoque plasmado en el
programa de Matematicas 11l y en el documento Sentido y Orientacion del Area de

Matematicas, asi como nuestra en propia experiencia docente.

+ Haga que los estudiantes exploren situaciones donde puedan descubrir las
correspondencias entre figuras semejantes.

» Muestre ejemplos para probar si dos triangulos son semejantes y para usar la
proporcionalidad entre lados correspondientes de triangulos semejantes para hallar
las longitudes desconocidas de un triangulo.

» Revise el vocabulario matematico formal de este tema.

» Solicite a los estudiantes que escriban un plan donde usen medicién indirecta para
hallar la altura de una escultura.

» Use las caracteristicas de las escalas y resalte su importancia, apliquelos en planos
de una planta de un edificio.

« Pida a los estudiantes describir el método usado para expandir una forma con
curvas.

« Para practicar mas el razonamiento matematico, introduzca el término dilatacion
(ampliar) para aplicarlo en triangulos rectangulos.

» Proponga actividades de exploracion y haga que los estudiantes relacionen las ideas
de pendiente y semejanza de tridngulos rectangulos para hallar medidas
indirectamente en el contexto de la construccion de un camino. En consecuencia,
haga que los resultados sean generalizados.

 Utilice ejemplos que muestren cdmo usar tangentes en la medicion indirecta.

* Reuvise y utilice el vocabulario formal de este tema.

» Pida a los estudiantes analizar coémo el incremento en las longitudes de los lados de
un triangulo inscrito en una circunferencia, afectan el valor del radio tangente.

« Para mayor entrenamiento en el razonamiento matematico, ilustre con esquemas que
los vértices de triangulos rectangulos que se pueden formar con una hipotenusa dada

forman un semicirculo.
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« Disefie actividades de exploracién donde los estudiantes descubran la relacion entre
razones en el tridngulo rectangulo, el seno y el coseno.

» Haga una actividad de reflexion donde muestre que el seno o el coseno pueden ser
usados para resolver el mismo problema para hallar distancias indirectamente.

« Use una actividad de aproximacion inductiva para que los estudiantes analicen los
valores de las funciones trigopnomeétricas entre cero y noventa grados.

» Pida a los estudiantes que evallen métodos alternativos para resolver un problema.

« Explique lo que significa angulo de depresion y angulo de elevacion y proponga
ejercicios donde los aplique.

» Guie a los estudiantes para que observen que los angulos agudos de un triangulo
rectangulo son complementarios.

« Use la medicion indirecta para hallar las alturas de edificios, cafiadas, montafas, etc.

» Pida a los estudiantes evaluar soluciones alternativas para una misma proporcion.

« Solicite a los alumnos hallar una forma alternativa para resolver un problema de
medicion indirecta.

» Proponga problemas donde los estudiantes tengan que usar mas de un triangulo

rectangulo para llegar a la solucion.

Las actividades propuestas en esta guia, también pueden ser utilizadas como instrumentos
de evaluacion para conocer, durante el proceso de aprendizaje-ensefianza, los avances y
tropiezos que el alumno va logrando y/o enfrentando. Son un conjunto de materiales
didacticos graduados por nivel de dificultad que, en nuestra experiencia, ayudan en la tarea
de observar el proceso de aprendizaje de los elementos de trigonometria.

Para evaluar el desempefio de los alumnos en la unidad, sugerimos al profesor que disefie

una actividad para valorarlo como sigue:

Pida a los estudiantes que: Dibujen un mapa que muestre su casa y la escuela y que
marquen entre ambos al menos un sitio mas como referencia. Que escriban una explicacion

para un amigo suyo acerca de cémo usar las ideas sobre la distancia aprendidas en esta
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unidad y como hallar distancias entre dos de sus sitios de referencias. También pida que
explique como podrian hallar la distancia si no pueden medir directamente (tales como una
distancia para cruzar el Periférico). Si su mapa no sirve para este problema faciliteles un

mapa de la ciudad para que puedan hacer la tarea.

Otro ejemplo de lo que estamos mencionando pueden ser las actividades que proponen
proyectos de investigacion a los estudiantes sobre situaciones cotidianas que pueden ser
modeladas con la trigonometria basica estudiada aqui. Podemos mencionar algunos de
dichos proyectos: Altura de la montafia, Produccion y empaque de alambre, entre otros.

Este tipo de actividades, rompe con las tradiciones escolares que omiten problematizar el
saber y la actividad como parte del aprendizaje y en consecuencia despojan, como ya

dijimos, a la razén trigopnométrica de su naturaleza proporcional.

La secuencia de actividades para el logro de los objetivos de aprendizaje de la unidad 1,
Elementos de trigonometria que aqui presentamos no agota los contenidos tematicos de la
unidad, pero pueden dar al profesor una idea para organizar su ensefianza-aprendizaje;
también pueden servir de base para que, si es su deseo, pueda mejorar éstas o elaborar las

suyas.

Muchas de estas actividades las hemos aplicado en el aula y hemos conseguido buenos
resultados. Esperamos que quien las aplique Y las conteste, también obtenga beneficios de

Su uso.
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Titulo de la actividad

Taller para construir razones

1 . o
trigonomeétricas.
9 Comparando razones trigonometricas:
razon seno
3 Comparando razones trigonometricas:
coseno y tangente
Las razones de los angulos.
4 Razones trigonométricas de angulos
particulares
5 Aristarco: tamafio del sistema solar
5 Interpretacion geométrica de las razones
trigonométricas reciprocas
- Medir la altura del Angel de la
Independencia
8 Miradas desde el puente Chachalacas,
Ver
9 Ptolomeo y la trigonometria
10 Identidades trigonométricas

U1. Elementos de trigonometria

Tematica

Relaciones de las medidas de
los angulos y las medidas de
los lados de un triangulo.

Patrén de comportamiento de
la razon seno para un angulo
comun en tridngulos
semejantes.

Patrén de comportamiento de
las razones coseno y tangente
para un angulo comin en
triangulos semejantes.

Razones trigonométricas de los
angulo de 30°, 45° y 60°.

Célculo de razones
trigonométricas

Problemas de aplicacion y uso
de la calculadora.

Uso de la trigonometria en la
medicién indirecta.

Angulos de elevacion y
depresion.

Comprension de las razones
trigonométricas.

Identidades Pitagdricas
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U1. Elementos de trigonometria

Secuencia didactica

Elementos de trigonometria
Continuacion

Actividad Tematica

. Construccion de la ley de los
Modelacion de la ley de los senos y

Senos.
¢Para cualquier angulo acutangulo? Aplicacion con la ley de los
Ley de senos SEnos.

. Construccion de la ley de los
Modelacion de la ley de los cosenos y

C0OSenos.
Aplicacion de las leyes Aplicacion con la ley de los
Ley de senos y ley de cosenos cosenos.

B _ Propuesta de instrumento para
Evaluacion de la unidad evaluar la unidad de elementos
de trigonometria.
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S UL ZonesE [GonolIEbds

Actividad de exploracion

Pf@pé&if@! El alumno exploraré dibujando

un triangulo rectangulo y determinara las razones

trigonométricas de uno de sus angulos agudos.

Materiales: Una hoja de papel de cuaderno, regla y

transportador.

Taller de \
trigonometria

&)

Instrucciones: Usa una hoja tamafio carta, dibuja un

linea recta de manera que formes un triangulo

rectangulo utilizando una de las esquinas de la hoja

A

como angulo recto del tridngulo. Dado que la esquina @ o
. , , % Cateto
que escogiste representa el angulo recto, la linea que Q,@ adyacente
%
dibujaste es la hipotenusa. Haz por triplicado lo @’30

mismo de tal manera que los tridngulos rectangulos

formados con las esquinas de las hojas sean

B Cateto
opuesto

congruentes.
CONTESTA

1. Nomina los otros vértices de tu tridngulo con las letras A y B, como se ve en la figura de
arriba.

El A ABC es rectangulo en ZC:

AB es la

AC es el cateto del ZA.
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2. En uno de tus tridngulos, con un color muy visible,
remarca la orilla que representa el cateto adyacente al ZA
y con el mismo color ilumina la hipotenusa.

o A
El coseno del £A se escribe como:
&
cateto adyacente  AC
cos A = _ = B
hipotenusa AB
3. En otro de tus tridngulos preparado con la esquina de la
hoja, con un color muy visible, remarca la orilla que
representa el cateto opuesto al ZA y con el mismo color
ilumina la hipotenusa y completa lo que falta. BN A
BC del ZA. ¢
El seno ZA se escribe como: O
C
cateto opuesto
sen A= P = B
AB
La tangente del ZA es:
cateto opuesto
cateto adyacente FOTANTT A
¢
4. Usa una regla graduada en centimetros y un transportador
para medir, lo mas preciso posible, los tres lados y el angulo
A del A ABC. 'e)
C
B
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5. Registra las medidas sobre tu dibujo y procede como sigue:

A) En la siguiente tabla, llena el segundo renglén utilizando los datos de las medidas de

los lados que obtuviste.
B) Escribe y calcula las tres razones trigonométricas que se piden en las columnas y

aproxima hasta tres decimales empleando redondeo simétrico.

C) Usa tu calculadora para hallar los valores de las razones trigonometricas del ZA que
se te piden en el tercer renglén de la tabla, emplea el mismo redondeo.

Medida | Longitud @Longitud @ Longitud
del  delcateto delcateto  dela C.opuesto = C.adyacente  C.opuesto

angulo opuesto adyacente hipotenusa Hipotenusa Hipotenusa C.adayacente
A al angulo = al angulo

Usa la calculadora y halla los valores Sen A= Cos A= Tan A=

Comunica

6. Compara los valores en cada una de las columnas, es decir, razon trigonométrica y
funcién (sen, cos y tan) de la calculadora. ;Como son entre si? Explica ampliamente.
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Piensa y comunica

7. Haz un triangulo rectangulo isosceles, escoge un valor para la constante de
proporcionalidad y dibuja un triangulo semejante al que tienes. Explica lo mas ampliamente
posible, por que sen 45° = cos 45° en estos triangulos.

8. Ya que el seno de un angulo es una razon. ;Qué medidas podria tener un triangulo
rectangulo para que el valor del seno de uno de sus angulos sea 0.5? Explica.

9. En un tridngulo rectangulo, el cos «< = 2 = 0.5592. Dibuja el tridngulo

X
correspondiente y anota en €l sus elementos. Obtén el valor de x, muestra los pasos
que hiciste para hallarlo.
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Razdn seno

Alrededor del siglo 1V, los hindues poseian
conocimientos trigonométricos mas avanzados que los gg:z‘s‘;o
griegos en métodos y precision, pues ya tenian Nipatentss

calculada una tabla de senos para cada 3.75° desde 0°

hasta los 90°. @

Cateto adyacente

CONTESTA

1. Los cuatro triangulos rectangulos dibujados en la cuadricula, nominados por sus
vértices, son: , AECG, y
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2. Usa el teorema de Pitagoras para calcular las hipotenusas de cada triangulo:

Hipotenusa del Hipotenusa del Hipotenusa del Hipotenusa del
AEDF AECG AEBH AEAI

EC?=EG? + CG?

3. Completa la tabla de las razones trigonométricas —usa ambas expresiones— en forma
decimal y de quebrado.

Triangulo AEAI AECG AEBH AEAI
catetoopal <E E—£—§—06
hipotenusa EC 10 5

4. ;Como resultan las razones al compararlas? ¢Observas algin patron de
comportamiento? Explica.

5. ¢Cudl de los angulos es comun en todos los triangulos?
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6. Comunicacion. La razon que encontraste se llama razén seno para un angulo coman.
Explica el significado de la razon seno del angulo comun de todos los triangulos
describiendo cudl es la posicion de los lados en relacion con dicho angulo.

El valor del seno de un &ngulo dado es Unico, no importa si el &ngulo es de un
triangulo rectangulo 0 uno proporcionalmente mas
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hipotenus

(04

Cateto adyacente

l.n‘

Cateto
opuesto

U1. Elementos de trigonometria

’ ;'\ ’!L,LAI
TANUOMAZONIES llw !f.j%ik‘ ‘)

LI.A-‘

Razon Coseno y razon Tangente

.}--_ld

Actividad de exploracion®

La palabra trigonometria, en el sentido moderno,
empezd con
Hiparco (190 —
120a.C.)
considerado el
astronomo més
grande de la
antiguedad.
Valiéndose de
instrumentos inventados por €l mismo, este sabio

determind las posiciones de cerca de 1000 estrellas en términos de sus latitudes y
longitudes celestiales y las registré en un mapa.

CONTESTA

1. De los siguientes tridngulos se brinda toda la informacion de sus lados y sus angulos.

g=8.78

[==]

e=12.67

d=1542

x0=3473° x0=34.73°

4p=5527°  %8=5527°

! http://www.pucrs.br/fisica/astronomia/astrolabio.gif
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Usa el criterio LLL para verificar que los triangulos son semejantes. Escribe los argumentos
que sean necesarios para justificar tu respuesta. Calcula el factor de escala.

2. Completa la tabla de las razones trigonométricas coseno y tangente, usa ambas

expresiones, en forma decimal (usa redondeo simétrico con 2 decimales) y de razén (de

quebrado).

Triangulo AABC AADE
6.78

Razdn coseno del 34,73° —— =0.82
8.25 08

Razon tangente del 34,73°

Razon coseno del 55.27°

Razon tangente del 55.27°

10
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3. ¢Como resultan las razones al compararlas con respecto del mismo angulo? ¢ Observas
algin patrén de comportamiento? Explica.

Para coseno

Para tangente

4. Sabes que en triangulos rectangulos semejantes, las medidas de los angulos son
respectivamente iguales, por lo tanto, el valor de cada razén trigonométrica para
angulos es el mismo en ambos triangulos.

Compruebalo con ayuda del archivo de GeoGebra:
Razones trigon.ggb
Toma los datos de los triangulos y calcula las razones trigonométricas?.

Anota el angulo AABC AADE
Cos ( ) _— =

Tan( )

Sen ( )

5. Escribe tu conclusion.

? Nota: Si deseas comprobar para otros triangulos. Modifica la posicién del punto B o D.

11
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Razones trigonométricas de angulos particulares

Actividad de exploracion

Existen propiedades y caracteristicas de los tridngulos isésceles y rectdngulos que permiten
obtener los valores trigonométricos exactos para angulos de medidas especificas, sin usar la
calculadora. Es importante aprender los valores de
estas razones trigonométricas porque resultan de
gran utilidad a la hora de resolver problemas que
involucran estos triangulos.

En todo triangulo isosceles:

1. Los lados congruentes se oponen a los
angulos congruentes.

2. La bisectriz del angulo comprendido
entre los lados congruentes es mediatriz
y contiene a la mediana y a la altura
respectiva.

Con estos elementos y algunas caracteristicas del cuadrado se pueden obtener todos los
valores de las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°.

Objetivo

Determinar los valores de las razones trigonométricas para algunos valores particulares de
angulos.

12
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Material regla y compas, (sin usar transportador).
Trabajo en equipo.

I. Construir un triangulo rectangulo cuyos angulos agudos sean 30° y 60° donde la
hipotenusa mida 2 cm y expliquen por qué tendria esas medidas.

Construccion Explicacion

Si no encuentran cémo trazarlo, resuelvan lo siguiente.
CONTESTEN

1. ¢Conocen un tridngulo cuyos angulos midan 60°? . ¢eual?
Efectivamente el triangulo equilatero también es equiangulo.

2. Construyan un triangulo equilatero de lado 2cm. y a partir de é€l, ¢pueden construir el
triangulo solicitado?, , ¢,cémo?

Construccion Explicacion

13
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Construyan la mediana a alguno de los vertices, esta linea divide al tridngulo equilatero en
dos triangulos con los angulos solicitados, ¢por qué?

Usen las caracteristicas de la mediana (en este caso también es altura) y el teorema de
Pitagoras para obtener la medida de los otros lados y justifiquen sus respuestas.

Si hicieron bien las cosas, pueden completar la siguiente tabla que les permitird saber si
estan bien sus resultados:

Angulo x(°) sen(x) Cos X tan x
60 V3 _ V3
2 2
30 1 — -
2
¢Cambiaran los resultados si la medida de la hipotenusa es diferente? , ¢por qué?

Realicen la construccion en GeoGebra y verifiquen lo obtenido, consideren modificar el
tamafio del triangulo para confirmar la Gltima pregunta.

Peguen aqui su construccion.

14
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Problemas de aplicacion
Justifiquen siempre sus respuestas.

1. Obtener el area de un hexagono regular con la informacion dada:
a. Elradio de la circunferencia en el que esta inscrito mide 8cm.

b. El lado del poligono es de 6m.

15
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Ahora lo haran al revés, primero construirdn el triangulo en GeoGebra y después
encontraran las relaciones con respecto al angulo.

1. Construyan en Geogebra un cuadrado, con el comando de poligono regular.
2. Tracen un triangulo con el comando poligono, de forma que sus vértices sean tres

vértices del cuadrado.
Verifiquen que el tridngulo es isdsceles y que los angulos agudos miden 45°.

4. Den una explicacion de porqué ocurre esto.

Construccion Explicacion

5. Anoten la medida de los lados del triangulo con redondeo de 4 digitos

Lado Medida

16
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6. Expresen los valores exactos de las razones trigonométricas y calculen los cocientes y
escriban sus expresiones decimales con aproximacion de 4 digitos: Después, obtengan
las mismas razones trigonométricas con la calculadora y hagan la comparacion de
ambos valores: los que ustedes obtuvieron y los generados por la calculadora.

Expresion de los valores:

Exactos Con aproximacién a 4

. Con la calculadora
digitos

Razon trigonométrica

sen(45°)

cos(45°)

tan(45°)

cot(45°)

sec(45°)

cosec(45°)

7. Construyan un tridngulo isésceles rectdngulo con una unidad como la medida de los
lados iguales. Con €l y usando el teorema de Pitagoras obtengan la medida de la
hipotenusa y justifiquen cada paso.

Construccion Explicacion

17



U1. Elementos de trigonometria
Matematicas 111

8. Un regla nemotécnica es la siguiente: sacar la raiz cuadrada de 1 6 2 ¢ 3 si queremos
escribir el seno de 30°, 45° 6 60° respectivamente y a ello dividirlo entre 2, si queremos
coseno sacamos la raiz cuadrada de 36 2 6 1y lo dividimos entre 2.

30° 45° 60°
sen X 1 2 3
COoS X 3 2 1

2

9. Con la regla anterior completen la tabla para los valores de las razones
trigonométricas que se piden.

Angulo x (°) sen x CoS X tan x°
30° 1
2
45° @
2
60° @
2

10. Expliquen porqué funciona.

sen x
*Latanx = -

oS x

18
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Calculando razones trigonométricas

¢Como hacer mapas, puentes, medir la distancia a las estrellas, construir caminos y

altas torres, enviar y recibir mensajes

desde los satélites, navegar los mares y
muchas otras actividades sin la
trigonometria? Respuesta: no se puede.
Aristarco (310-230 a. C.) realiz6 uno de
los primeros intentos por medir el
tamafio de nuestro sistema solar,

ademas demostrd que los diametros de

la luna y el sol eran diferentes aun

cuando en un eclipse solar parezcan

Grabodo realizoda eo *533 pe- Johann Werner que siro gara lus'rar ur texlo de ilalianc Fietra Apian. pioners de la inswumentacian oswandmicc
y geagrafica E

iguales. Para sus calculos vy
demostraciones utilizo la trigonometria, es decir, uso razones y proporciones de los

elementos de un triangulo.

CONTESTA

1. Encuentra todas las razones trigonomeétricas que se piden para el triangulo cuyas

medidas se anotan en la ilustracion siguiente.

A
a cateto
cosa= SN0 - cos B = _ -
hipotenusa hipotenusa 5
5 ) i
‘ SenA= _ sen B
L]
C 3 B

19
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2. Resuelve cada ecuacion.

a) = —0.4293 p °_15
150 m 24
o 2% o452 d) % — 0.6162
p

3. Encuentra el valor de la literal.

N

19

66

20
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4. Relaciona cada cociente con su correspondiente razon trigonométrica y escribela en el
paréntesis correspondiente.

() 48 a)sen A
64
48
O
64 ( )48 b) cos A
80 20
A
() 64 c)tan A
80

Solucién de Problemas

5. El faro luminoso del restaurante “El faro de Acapulco” mide 34 metros de altura. Este
faro se ve desde la bahia del puerto. Tres estudiantes intentaron medir, desde un yate,
la altura del faro del restaurante. ¢Quién o quiénes de ellos obtuvieron la medida
correcta? h representa la altura del faro. Justifica tu respuesta.

A) Pedro B) Maria C) Rubén

sen 73° = % tan 81° = L cos 45.7° = i
h 5.4 24

Justificacion:

21
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6. En el siguiente tridngulo rectangulo encuentra el valor de a si sabemos que tiene un

angulo de 50° y su hipotenusa mide 10 Km.

50° 10

cateto
cos 50° =

hipotenusa 1

22
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Inizrpraiasion Szull2riods

De las razones trigonomeétricas reciprocas

Razones trigonométricas reciprocas

AB OA AB 1 1 1
== = - cot(@)=———— sec(d)= csc(f) =
sen(6) cos(0) S tan(o) @) @n() @) c0s(0) (@) sen(@)
OB @] OA
cot()
o/ E Lt
) D
1 ] B
2
H:
0
0 cos(@) A C 0
0 A |C
\
%“&\
S
OB =0C =1, de donde )
sen(@) = AB, COS(G) = OA, Porque sen(6) es igual al
) = 1 1 cateto opuesto sobre la
)= sen(d) ‘AB hipotenusa.
OB Efectuando la division queda la
tan(g) = AB = @ =CD _ % razén reciproca del seno.
OB OC \ ~ AB

OB OF OF Como AOCD = AOAB por el

= —— =OF  criterio AAA, los lados son

SERNOE 1 proporcionales.

CONTESTA

23
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1. Usa la informacion del esquema para completar las siguientes expresiones. Explica cada paso de

tu proceso.
a) sec(d) = = _ OB
cos(0) OA
OB _ _0OD _ oD
OA OC

2. Los triangulos dados son semejantes.

b) Demuestra que cot(0) = EF.

Haz lo que se te pide.

a

B C B
63° B
63 3 <
C b c C
a
1 27° 3
27° N
L] 27° A b C
c b A A
a) Mide los lados a, b y la hipotenusa c, en cada triangulo. Calcula las razones E, a y b
(v
para cada triangulo. Redondea y completa la tabla.
a b
A a b C b c = tanA COosA senA
35 1
= 772
A2
A3

24
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b) ¢Cual es la medida del angulo para el que calculaste los valores en la tabla?

c) Elabora una tabla similar a la anterior para calcular las razones trigonomeétricas del otro
angulo agudo.

Uso de la calculadora

tanA cosA senA
d) Con ayuda de una calculadora A

completa la tabla. Asegurate de trabajar
en mode degree (D), redondea tus Al
resultados a milésimos y completa la

tabla. A2

Si tu calculadora A3

es parecida a

esta, es decir, tiene dos lineas de despliegue en la pantalla, para
hallar la tangente de 27°, oprime las teclas como sigue:

tan 27 =

Si tu calculadora tiene pantalla de una sola linea, lo mas seguro es
que tengas que oprimir las teclas en la siguiente secuencia:

27 tan =

25
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En las calculadoras, para hallar las razones trigonomeétricas reciprocas debes oprimir la
tecla 1/x o x! inmediatamente después de oprimir las teclas cos, sin y tan, de esa manera
obtienes la secante, cosecante y cotangente, respectivamente.

e) Compara los resultados obtenidos con tu calculadora y los que conseguiste en la primera
tabla, ¢qué notas?

Piensa y comunica

b

3. Calcula las razones —, para cada triangulo. Redondea y completa la tabla.

y &
b

<)
O

A a b c b ¢ ¢ COtA  secA  cscA
a b a
7
L _9
Al 3.5
A2
A3

a) ¢Cual es la medida del &ngulo para el que calculaste los valores en la tabla?

b) Haz otra tabla semejante para calcular las razones trigonométricas reciprocas del otro
angulo.

26
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¢) Usa calculadora para encontrar
cscA, secA 'y cotA para todos los
triangulos. Asegurate de que el
aparato esté trabajando en mode
degree, redondea tus resultados a
milésimos y completa la tabla.

U1. Elementos de trigonometria

A cotA secA

Al
A2
A3

cscA

d) Compara los resultados obtenidos con tu calculadora y los que conseguiste en la primera

tabla, ¢qué notas?

3. ¢Puedes definir senA, senB, cosA, cosB,tanA y tanB en términos de las longitudes
de sus lados a, b y c? Si es asi, ¢como son?

4. ¢Puedes definir cscA, cscB, secA, secB, cotA y cotB en términos de las longitudes de
sus lados a, b y ¢? Si es asi, ¢cémo son?

27
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Uso de la trigonometria en la medicion indirecta

El arquitecto Antonio Rivas Mercado fue el autor del proyecto. El ingeniero Roberto
Gayol realiz6 y dirigié la obra y el artista
italiano Enrique Alciati se encargo de las
esculturas.

El Angel: 2005
X
La base es cuadrangular, y en cada uno de
sus vértices aparecen figuras en bronce, que
representan la Ley, la Justicia, la Guerra 'y la
Paz, donde se lee: "la Nacion a los Héroes
de la Independencia” y delante de esta
inscripcion, estd un leén gigante en bronce
conducido por un nifio que simboliza: fuerte en la guerra y décil en la paz.

| 'nmtm WO
| v 2 e o e

En la cuspide de la columna est4 el Angel de la Independencia, representa la Victoria
Alada, es obra del escultor italiano Enrique Alciati. Estd hecha de bronce con
recubrimiento de oro, mide 6.7 metros de altura y pesa 7 toneladas, en una mano
sostiene la corona de laurel simbolo de la victoria y en la otra una cadena con eslabones
rotos, simbolo de la terminacion de la esclavitud impuesta durante 3 siglos de dominio
espanol.

Caida del Angel en 1957. Esta escultura cayo a tierra durante el sismo de la madrugada
del 28 de julio de1957 y fue reconstruida y reinaugurada el 16 de septiembre de 1958.

INVESTIGA Y CONTESTA
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En todas las preguntas explica lo mas ampliamente posible y ofrece argumentos razonables.

1. ¢Qué significado tiene para nosotros 2. La altura del monumento del Angel

la frase «medir lo inconmensurable»? de la Independencia, podria ser
Describe  como se usé la dificil de medir con una cinta
trigonometria para medir lo que no se métrica. Dibuja un diagrama que
podia medir. muestre cémo podrias  medirlo

usando trigonometria y hazlo.

3. Usa las partes de un triangulo para 4. ¢Como puede un piloto de avion o
describir las tres razones de barco usar la trigonometria?
trigonométricas mas empleadas.

29
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5. (Qué significa el sufijo “metria”? 6. ¢Qué piensas del significado de la
palabra trigonometria?

7. (Qué otras palabras conoces que terminen en “metria” o “metro” y qué
significan?

30
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Un angulo de elevacion o angulo

de depresion a un objeto se

1

del observador es el vértice de dicho angulo.

Angulo de depresién

1 ,

estds parado fuera de la Torre Latinoamericana

Por ejemplo, si

Angulo de elevacion

y miras hacia las ventanas de los pisos

| Horizonta

superiores, el angulo que tu linea de vision hace

con la horizontal, es el angulo de elevacion,
pero si estds mirando por la ventana hacia abajo, entonces el angulo que forma tu linea

de vision con la horizontal es el &ngulo de depresion.

CONTESTA

1. Halla el angulo de elevacién/depresion con los datos que se te dan.

E . 15 mm D
10m
8 mm 6m
17 mm
8
F A i B
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2. Paseo aéreo. Un avion se dirige al
aeropuerto de la Cd. de Oaxaca que le queda a
19 Km de distancia. Si el aeroplano vuela a
una altura de 8 000 m, ¢cudl es el &ngulo de
depresion desde la aeronave al aeropuerto.

Redondea al entero mas cercano.

a) Elabora un diagrama que represente la situacion. Ubica en tu diagrama el angulo

de depresion.

b) Calcula la tangente del &ngulo. Usa tu calculadora para hallar el angulo.

Sugerencia, utiliza la tecla Tan™ (funcién inversa).

vA¢
3. Asta bandera. Cuando el angulo de 1(\7)5
elevacion al sol es de 56°, la sombra /
del poste de la bandera es de 11.1 m. 2
¢Cual es la altura del asta bandera? I I
56° [
11.1m
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4. ¢Qué tan profundo esta? Los
cientificos usan fotografias vy
sombras para calcular alturas vy
profundidades en la luna. Sup6n que
la sombra desde la orilla de un
crater hasta el suelo del mismo, es
de 275 m en el momento en el que
los rayos del sol forman un angulo

de 20° sobre el horizonte. Si

medimos desde la orilla del crater, ;Qué tan profundo es el hoyo?

5. Vuelo citadino. Un helicoptero se dirige a la torre
de PEMEX que se encuentra a 6.5 Km de distancia.
Si el helicoptero vuela a 800 metros de altura ¢cual

es el angulo de depresion de la nave al helipuerto a

200 m sobre el nivel del suelo?
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6. Cafion del Sumidero. En un cierto
punto del cafién del sumidero, la orilla
norte es més alta que la orilla sur, segun
se muestra en la ilustracion. ;Cuantos

metros hay de diferencia entre las orillas?
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Figlumzy gl 'I'!IJ'JJI'JIJHHI&]

Comprension de las razones trigonométricas

Ptolomeo y la divulgacion de la s e 21
trigonometria.

Kavovioy Tavev m.\»:u'uﬂ.&v Table of Chords
Los trabajos de Ptolomeo se contienen en su ’;‘vw colkuiv |styonew [ars | chords | sitiths
obra inmortal, denominada por él 7

{ Thaae |Tap v | oM,28 | 0;1,2,%
. ., . ey & | wpy (Tupov | ;3,50 | 0;1,2,5
composicién, llamada gran composicién por ol | adbie |wap v L | iiwas |oriase
. . .. 1 ¢ Tepv || 25 5
los griegos, sus admiradores, almagisti por los ;L -\‘:5 3*59%1 3t | e v;;
W Teppuy 3 | 58 A

A 14 O My [7va
traductores  arabes, expresion que los y . g ,_g g o ok

0
0
0
0
0
Tap s 4| v |o
Toapps | 815N o)
0

)

0

0

0

traductores latinos medievales reprodujeron i©“ |

FLLC D0 O G g S
(55 3
o~ F

por almagesto. En esta obra figuran unas | & |45 TEih | R D

i o . 44 o (T g ouy |6 | 68,0 43

formulas que, si bien no hace referencia a g | 2N |l s | 7 | T [enme
i L | 7t

e L2 v b (map gl T | TS0 | 01,240

Senos ni a  cosenos, Sino Unicamente a

cuerdas, son miradas como equivalentes a las posL[p v py [ w vy (e [y
. 2 2 poe mhi. TP A | 1150 | ngsi0 |0
que siguen sen“(a) + cos“(a) =1; sen(a—b) f‘°'~; P ;;% e Lol e
n 3 176" | 17955,

—_ _ 1 A /A 0»/(\ L& 5 0 .5 A
= §en(a) cos(b) —sen(b)cos(a), (_jedumda ésta ;gﬂ;‘w ey ',7767!j it
ultima, de un teorema conocido como el f’”*W :;;}.g’l;;i i <3 R

o 12 I W vy I 2
teorema de Ptolomeo: “en todo cuadrilitero | ,i Dy e [t Lo

. . . ) foé._ rd vWvg| T 8| imay| 1895 | 0;0.0.9
inscrito en una circunferencia, la suma de los pr | TEWTT T 180 | b0, o | 00,0,

productos de los lados opuestos, es igual al

4
producto de las diagonales™. La tabla de cuerdas de Ptolomeo

relaciona los valores de los dngulos con
los lados de los tridngulos, es equivalente
a una moderna tabla de senos
trigonomeétricos.

d = cuerda a = 2rsen a

CONTESTA

* Notas e ilustraciones tomadas de: Eli Maor Trigonometrics Delights, Princeton University Press, USA.
1998, pp. 26 y 27; Agustin Anfosi, Curso de trigonometria rectilinea. Edit. Progreso. México 1943.
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1. ¢En que se diferencian las razones trigonomeétricas seno, coseno Yy tangente de un
angulo?

2. Describe la manera de calcular grandes distancias utilizando triangulos rectangulos.
Proporciona al menos un ejemplo.

3. ¢Por qué resultan importantes los tridngulos semejantes en las mediciones
indirectas?
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b=6

Identidades Trigonométricas

Actividad de deduccion
Objetivo

Que el alumno comprenda la deduccion de algunas identidades trigonomeétricas.

I) Para el triangulo rectangulo ABC escribe las razones trigonométricas del angulo beta ().

B
C senf =
A
cosf =
b a
tanp =
C
. . sen
Obtén a que es igual =
cosfs

Con base en las definiciones de las razones trigonométricas sustituye en la expresion
anterior, realiza operaciones y simplifica para averiguar a qué razon trigonométrica es igual.
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I1) Ahora, usa el mismo triangulo ABC y escribe las razones trigonométricas cotangente,
secante y cosecante del angulo beta.

cotf = secff = cscfB =

Recuerda que dos cantidades (a 'y b) son reciprocas si a - b = 1, lo que implicaque a = %
1
—.

0 b=
Demostremos que tangente y cotangente de beta son reciprocas, es decir,
tanf-cot f =1

: b : , .
Sabiendo que tanf = - y que cotf =§ sustituyamos en la expresion anterior y

obtenemos:

b\ sc bc  bc
tanﬁ-cotﬁ:<z)(g):£: E:1

Por lo anterior concluimos que

1
cotf

tanf =

1
tan

obien cot ff =
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Identifica la reciproca de la razén seno y la de coseno de f y demuestra que lo son,
empleando el mismo procedimiento.

I11) Utiliza el mismo triangulo ABC escribe, con simbolos, lo que dice el Teorema de
Pitagoras.

Divide entre a? ambos lados de la identidad pitagorica.

Reescribiendo la expresién anterior tenemos:

b\* c\?
@) @) -1
Por tanto
sen’f + cos*f =1

Esta es la identidad pitagdrica mas importante, explica por qué se llega a ella.
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DEMUESTRA

__ cospB
1. cotf = enf
2. 1+ tan?p = sec?p

IV) Necesitas aprenderte las identidades, si lo haces bien podras ganar en el siguiente.
JUEGO para dos personas (tripas de gato).

Reglas

1.

En el tablero estan colocadas expresiones trigonométricas, a la persona en turno le
corresponde con un color unir con una linea continua la pareja de expresiones

idénticas, p.e. tan(x) se une con % El otro jugador usara otro color y unira
otra pareja.
Pierde quien:

a) Al tratar de unir las expresiones con la linea que marca, toca o atraviesa

otras lineas o alguna expresion.
b) Se sale del marco.
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c) Une dos expresiones que no forman una identidad trigonométrica.
d) A proposito encierra alguna expresion que impida llegar con otra linea.

ran(@) “B(a)
sen(a)
N \a\‘l ()
\ sec(a) 1
sen(«)
cos(a) Sc(q) ran(®)

s
1
Z 2
C% sec”(a) cos(a)
sen(a)
o 1
(c ?) tan()
K
C’O >
> (Qj
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Taller de trigonometria

b a C m

senB senA senC

senA senB  senC
a b C

PASOS A SEGUIR

Dado el tridngulo ABC, realiza lo que se te pide. Resuelve la secuencia en columna,

L ., A
siguiendo la numeracion de los pasos.
(o}
b
C a B
1. Traza la altura h desde el vértice A. I. Traza la altura h, desde el vértice B.
A A
(o (o
b b
C a B C a B

Nomina al pie de la altura D y resuelve los ejercicios de la siguiente pagina.
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2. ¢Qué tipo de triangulos son:
AACD es

AADB es

Porque:

3. Enel AADB, el seno de B es:

catetoopuesto
hipotenusa
Por lo tanto h =

senB =

4. En el AACD, el seno de C es:

catetoopuesto
hipotenusa

senC =

Por lo tanto h =

5. h es la misma altura en ambos
triangulos, por lo tanto, de 3y 4 se
obtiene:

___senB =bhsen__
Divide la igualdad entre bc y simplifica:

senB_

En efecto, los lados y los senos del
angulo guardan una proporcion.

\ senA senB

Combinando los resultados, tenemos:

LEY DE LOS SENOS

C

U1. Elementos de trigonometria

I1. ¢ Qué tipo de tridngulos son:
ADBC es

AABD es

Porque:

I1l. En el ADBC, el seno de C es:

catetoopuesto
hipotenusa
Por lo tanto hy =

senC =

IV. En el AADB, el seno de A es:

catetoopuesto
hipotenusa

senA=

Por lo tanto h; =

V. h; es la altura en AADB y en ADBC,
por lo que:

__senC=csen__
Divide en ambos lados de la igualdad
entre ac y simplifica:

senC

Lados y senos del &ngulo opuesto
guardan una proporcion.

N\
o

senA senB
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(4

séara sualyuizr Gidnguly ?.L'J'.liimj'if‘).)

Ley de senos

Ahora vas a aplicar la ley de senos para hallar elementos de un tridngulo acutangulo

cuando sélo conoces dos angulos y un lado del triangulo.

r=53m
26° Enel ARST, el £S=83° r=53m, ZT = 26°.

83° Encuentra los elementos del triangulo que faltan.

3 Redondea tus calculos al entero mas cercano.

CONTESTA

1. Determina la medida del ZR.

2. Usa la ley de senos para encontrar la medida de los lados syt

s
senS senR

3. Usa los datos para completar lo que puedas en la expresion anterior:

S
sen sen
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4. De la expresion anterior:

5. Para hallar t, procedemos de la misma manera que con s, es decir, sustituimos los

valores conocidos en:

t r
senT senR

Solucion:
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Para desarrollar mas habilidades

6. Halla la longitud del lado que se indica, redondea al entero mas préximo.

D

49° 72°

40 m E
57 m F

7. Para cada uno de los siguientes triangulos hallar la medida del angulo indicado,
redondea al entero mas cercano.

58° S
10 m
18 cm

15cm

12m F
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8. En los siguientes incisos dibuja el triangulo indicado y calcula el elemento pedido.

A) Enel AABC, /B =38.2°, ZC=65.6° B) Enel ADEF, /D =715°d=74my
y b =54 cm. Hallael lado c. <E =30.2°. Halla el lado f.

C) Enel AGHK, #G=44.1°, k=9.5cmyel «H =78.4°. Hallael lado h.
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Actividad

a’=b°+c°—2bccosA

¢’ =a’+b*—2abcosC

PASOS A SEGUIR

I.  Dado el triangulo ABC, realiza lo que se te pide. Resuelve la secuencia siguiendo la

numeracion. C
a
b
A c B
1. Trazamos CD perpendicular a AB (altura h). ¢ QuEé tipo de triangulos son:
¢ AACD es
b/ |n a ACDB es
B Porque:
AT p c
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Si AD = x, entonces BD = ¢ — X.

En el AACD, b?=h?+x*. C

catetoadyacente X i
= = —, despejamos x a

Y cosA -
hipotenusa b b

X = bcos A B

En el ABCD, por el teorema de Pitagoras a? = h’ + (c —x)?.

De donde: a?=h?+c?—2cx + x°
=%+ (h?* + x*) — 2¢x

Ahora sustituimos h? + x” por b? y a x por b cosA

Por lo tanto a? = ¢ + b? — 2¢(b cosA)
a’?=c® + b? — 2chcosA

a’ = b® + c*= 2bccosA  ley de cosSenos (primera forma)

. . C—X .
2. Determina la segunda expresion de la ley de los cosenos, usa cos B = ———, despejaxy
a

sigue el mismo procedimiento anterior.
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U1. Elementos de trigonometria

3. Dado que el angulo C debera estar inscrito en un tridngulo rectangulo para hallar su

coseno, necesitamos trazar una de las alturas del triangulo desde un vértice distinto al C;

con ello podremos hallar la tercera expresion de la ley de los cosenos.

Traza la altura desde el vértice A.

Si AD = x, entonces BD = a—X.

_ catetoadyacente _ X
hipotenusa b

cosC

de donde X=bcosC

En el AACD, b%=h?+x?
sohP=p? =X

Iguala el cuadrado
de las alturas,
simplifica y escribe
la tercera forma de
la ley de cosenos

Enel AADB, ¢?=h*+(a—x)?
~h’=c® —(a-x)?
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Il.  Con la ley de los cosenos, conociendo dos lados y el angulo comprendido podemos
obtener el tercer lado. Con base en la figura y los datos proporcionados, obtén el lado

que falta.

1. Sis = 10m, t = 6.5myf = 60°

La expresion en donde vas a sustituir es:
v? =s% +t?—2stcos P

2. Sis = 15cm,v = 18.6cmy 6 = 35°
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Ley de senos y ley de cosenos

Actividad de aplicacion

La trigonometria ha permitido el avance en el desarrollo de diferentes disciplinas como la
ingenieria, la astronomia, la electronica, la fisica, medicina entre otras, pues da la
posibilidad de hacer calculos precisos para la construccion de puentes, la distancia entre
planetas, la medicién de frecuencias cardiacas, por mencionar sélo algunas.

Las razones trigonométricas estan definidas para triangulos rectangulos y permiten obtener
con un lado y un angulo agudo, los demaés elementos del triangulo, con ayuda de la ley de
senos Yy la de cosenos podemos obtener los elementos del cualquier tridngulo, si se conocen
tres elementos de la figura, para ello es importante reconocer la relacién entre los lados y
los angulos de un tridngulo basicamente se requiere identificar el lado que se opone a cada
angulo, asi podemos escribir las leyes trigonométricas mencionadas, sin importar la
nomenclatura. Por ejemplo, para escribir la ley de senos basta con escribir la igualdad entre
los cocientes de cada uno de los lados entre el seno del angulo opuesto.

Objetivo

v Determinar la relacion entre los lados y los angulos en las leyes de senos y cosenos.
v" Identificar cuando se aplica la ley de senos y cuando la ley de cosenos.
v' Saber aplicar la ley de cosenos.
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Trabajo en parejas.

CONTESTEN

Il. Para la siguiente figura:
1. Escriben la ley de senos

2. Escriban en palabras la ley de cosenos.

3. Para obtener el lado s, escriban la ley de los cosenos.

Cabe aclarar que esta ley sirve para obtener el lado, si se conocen el angulo y los lados que
lo comprenden.
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4. Escriban la ley de cosenos y despejen el angulo 3

I1l.  Analicen los siguientes ejercicios para elegir cual de las leyes (de senos o de
cosenos) se debe aplicar para obtener la solucion y escriban cuél es el criterio de
seleccion.

1. Con respecto al siguiente tridngulo, encuentra en el lado que se pide.

a) s=10m, t=12m, 8 = 40°, obtén el lado v.

b) t =10,v =30m,a = 35° obténel lado s

c)s=12m,v = 18m, B = 60°, obtén el lado t.
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2. Las diagonales de un paralelogramo miden 12cm y 16 cm, el angulo que forman es
de 60°. ;Cuanto miden los lados del cuadrilatero?

3. Hallen el perimetro del ARST isosceles. Redondeen a la unidad entera mas cercana.

38°

S 10 cm T

4. Etiqueten con A, By C los vertices de un campo de forma triangular. Un topdgrafo
determina que la longitud del lado AB es de 620 m, Con un teodolito hallen que el
/A es56.8° yel ~«B=60.4°. Encuentren el perimetro del campo.
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5. Como un nuevo atractivo del parque se desea colocar una tirolesa que vaya del
poste A al B (vean siguiente ilustracion), se necesita saber la distancia que se
recorrerd, Para ello se consideré el punto P y se tomaron las siguientes medidas.

PA = 18.5m
PB = 25m
< P =114°

¢Cual es la distancia que hay por encima del estanque?

- *i‘.‘( S

gl =
€ Sh 7 Lo R % 1L Sanine
. ’? A Tt e ;

https://media.er2.co/es/salamanca/541841fb5fad1/635/58a5c16e314ce.ipg

Justifiquen su respuesta.
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6. EnAABC, <B=51° <C=63° ya=_80m.

80m
51° 63°

a) Hallenc.

b) Dibujen la altura de BC desde A.

C) Hallen la longitud de la altura h.

d)  Calculen el area del triangulo.
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Comunicacién

1. Utilicen la ley de los senos para explicar porque los lados iguales de un tridngulo
isdsceles se oponen a los angulos iguales.

a) Utilicen la ley de senos para encontrar X.

10 X

b) Usen la razon seno para calcular x.

c) Expliquen por qué los dos métodos son equivalentes en un A rectangulo.
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.1, Evaluacion de la unidad
Propuesta de evaluar la unidad de elementos de trigopnometria
Para contestar lo que se te pide, en algunas preguntas requeriras de una calculadora.

1. Cuando resuelves problemas de 2.:En qué tipo de tridngulos se aplican las
trigonometria, ¢Qué te ayudard siempre a razones trigonométricas primarias?
visualizar el problema?

3. ¢Qué informacion necesitas tener para 4. ;Como usarias la ley de senos para hallar
resolver un problema con la ley de senos? un lado?

5. ¢Bajo qué condiciones no puedes usar la 6. (Qué informacion necesitas tener para usar
ley de senos para hallar la medida de un la ley de los cosenos para resolver un
lado o un angulo en un triangulo? problema?

7. Da ejemplo de situaciones en las cuales 8. Usa el triangulo ABC para calcular cada

59



Matematicas 111

puedas usar la ley de senos o cosenos para  razon trigonomeétrica.

resolver un problema. En esa situaciones,
¢cudl usarias y por qué? a)tan B

Cc

6.4

b) cos A

9. Usa tu calculadora para hallar cada razén b) cos 68°
trigonométrica, aproxima hasta cuatro
digitos decimales.

a) sen 24°
c) tan 47°

U1. Elementos de trigonometria
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10. En el triangulo ABC, los lados miden:
a=6cm,b=53cmyc=7.2cm. Hallala
medida del angulo A, redondea al grado
mas cercano.

12. Usa el triangulo E
DEF para hallar los
f 13
valores de:
D F

18

a) Las tres razones trigonométricas del
angulo D.

b) La medida del angulo D.

U1. Elementos de trigonometria

11. Desde un faro a 70 metros sobre el nivel
del mar, un barco es visualizado en un &ngulo
de depresion de 6 grados. ¢Qué tan lejos mar
adentro esta el barco? Redondea tu respuesta
al metro mas cercano.

—i®

\

=
(A

13. Pueblo Grande, latitud 61.3° N, esta
directamente al norte de Pueblo Chico, latitud
43.8° N. Da la distancia entre ambos
poblados. (Pista, el radio de la Tierra es de
6370 Km aprox.).
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14. Una compafia de helados, disefia conos para servir
helado de yogurt. El disefio del cono tiene en la punta 38°
y los lados miden 12 cm de largo. ¢Cual debe ser el radio

de la parte superior del cono?
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